Lista 2 - Relatividade Geral

Ricardo Antonio Mosna, agosto de 2023

. Mostre que se dois eventos no espago de Minkowski sao separados por um vetor tipo tempo,
entao existe um referencial inercial no qual eles estdo na mesma posicao, i.e., tém as mesmas
coordenadas espaciais. Da mesma forma, mostre que, se dois eventos sao separados por um
vetor tipo espaco, entao existe um referencial inercial em que eles sao simultaneos, i.e., tém a

mesma coordenada temporal.

. Mostre que se dois eventos A e B sdo ligados por um vetor tipo tempo ou tipo luz, entao
a ordem temporal destes eventos independe do observador. Mostre que o mesmo nao ocorre
se a separagao entre esses eventos for tipo espaco. Ilustre seus resultados num diagrama de
Minkowski.

. Considere o espago de Minkowski com sua métrica usual e dimensao D > 3. Mostre que se o
vetor A\* é ortogonal a:

(a) um vetor tipo tempo t*, entdo A é tipo espago.

(b) um vetor tipo luz n*, entdo A\* é ou tipo espago ou proporcional a n*.

(c) um vetor tipo espago s, entdao A* pode ser tipo tempo, tipo luz ou tipo espaco.
Tlustre seus resultados num diagrama de Minkowski.
. (Problema 9, apéndice A do Foster & Nightingale) Mostre que a formula do efeito Doppler
pode ser escrita de maneira invariante como

A Ugource k,u

)\70 B u’ky,
. Seja g o produto interno em R* definido por g(z,y) = z'ny, com n = diag(—1,1,1,1).

Mostre que suas isometrias sdo dadas por £ = {M matrizes n x n reais: M‘nM = n}.
Mostre que se M € L entdo M~ =nM'n e MnM! = 7.
Mostre que £ é um grupo.

Mostre que se M € L entdo det(M) = £1 e |[A%| > 1. Argumente que isso divide £ em

quatro componentes desconectadas entre si.

(e) Mostre que E1 ={M € L:det(M)=+1e A% > +1} ¢ um subgrupo de L.



(f) (Opcional) Se vocé sabe o que ¢ uma é&lgebra de Lie, determine a algebra de Lie de L.

6. Definimos a simetrizagao e antissimetrizagao do tensor T3, ...;, por T(;,..;,) = % Yo Lo(in)o(in)
e Tjyiy) = % > o (1) Ty i) .0(i,), TeSPeCtivamente, onde a soma percorre todas as permu-

tagoes o de {1,2,...,n} e (—1)? denota o sinal da permutacao.

(a) Obtenha expressoes explicitas dessas operagoes para n < 3;

(b) Mostre que se Tj,...;, é simétrico (resp. antissimétrico) em todos os seu indices, entao
Ty in) = Tiyoi, (vesp. Tg iy = Tiyoi);

(¢) Mostre que se A;; é simétrico, entdo AYBj; = AY B;;y;

(d) Mostre que se A;; é antissimétrico, entdo AY B;; = AY Bij;

(e) Mostre que se A;; é simétrico e B;; é antissimétrico, entao AijBij =0.

7. O simbolo completamente antissimétrico de Levi-Civita, €,,...,, € definido como sendo +1 se
{p1...pn} & uma permutacao par de {1...n}, —1 se {u1...pu,} é uma permutagdo impar
de {1...n} e 0 nos demais casos (isto &, quando {p; ... u,} contém algum indice repetido).
Por definicao, o simbolo de Levi-Civita tem as componentes acima em qualquer sistema de
coordenadas e portanto nao é um tensor (vamos remediar isso no exercicio seguinte). Vamos
assumir que estamos trabalhando em R? euclidiano com coordenadas cartesianas de maneira

que indices podem ser subidos e baixados impunemente.

(a‘) Mostre que gijk: grsk = 51'7"6]'5 - 5i55jr;

(b) Mostre que €, €;j; = 2 Opi;

(c) Mostre que (g PN é)k = gijkAiBj e (V x g)k = €Z~jk8iAj;

(d) Use os itens anteriores para mostrar que Ax (BxC) = B (A-C)—C (A-B) e Vx(Vx A) =
V (V- A) - V2A.

8. Densidades tensoriais e o tensor de Levi-Civita (exercicio 10 ligeiramente modificado

da lista 2, do curso do Mauricio Richartz)

Vamos agora construir um tensor a partir do simbolo de Levi-Civita.

(a) Seja M" ., uma matrix n x n (p indica a linha e (¢ indica a coluna). Mostre que

det(M) = €, ., MM, -+ M"™,. Faga a conta explicita para o cason =2 e n = 3.

(b) Mostre que oty det(M) = &, ., M" ”'Munu’n‘

My
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(f)

Mostre que o simbolo de Levi-Civita se transforma pela seguinte regra:

Oxt oxHn
€, =det(J) € —
e, ( ) M1 am“ll Ok’

oxH

de Levi-Civita se transforma como um tensor. Como o fator det(J) aparece elevado a

onde J = (8””“ ) ¢ a matriz Jaconiana. Assim, a menos do fator det(J), o simbolo

poténcia 1, dizemos que o simbolo de Levi-Civita é uma densidade tensorial de peso 1.

A métrica g ¢ um tensor do tipo (0,2) e assim se transforma como g,s,» = g;:, g;:, G-
Mostre que seu determinante g = det (g,,) como ¢’ = det(J) 2g. Assim, a menos do
fator det(J), o determinante da métrica se transforma como um escalar. Como o fator
det(J) aparece elevado a poténcia —2 dizemos que o determinante da métrica é uma

densidade escalar de peso —2.

Mostre que, dada uma densidade tensorial de peso w, podemos transformé-la em um
tensor simplesmente multiplicando-a por ¢*/2, se ¢ > 0. Em particular, podemos definir

o tensor de Levi-Civita €, . ,, a partir do simbolo de Levi-Civita fazendo

€purotin = V9 €poopin-

Como devemos proceder no caso em que g < 07



